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Analiticka geometrija



daljenost tocke od pravca

Definicija
Udaljenost toc¢ke T od pravca p definira se kao

d(T,p):= inf d(T,X).
(T,p) )ylep(, )

Ranije smo pokazali i
d(T,p)=d(T,N),
gdje je N noZiste okomice iz totke T na p.

Propozicija 8
Neka je dana to¢ka To(xo, yo,20) te pravac p jednadZbom

p...r=rA+td, A=(a,nz) I=(xp9).
Tada je
VX2 4+Y24 272
d(T07p):77
/OL2+B2+52
gdje je
Yo—y1 20— 21 Z0 —2Z1 X0 — X1 Xp—X1 Yo—N»
X = s YV = s Z4— .
B s ' v « a 8




Dokaz formule za udaljenost tocke od pravca

Dokaz.

Neka je To € p, b =1 + 4, pa je
I -
F=nR—-—n=[T1Ty].
Promotrimo ATy Ti T, njegovu povrdinu na dva nadina:

1 1
P(AToT1T2) = §|T1T2\ d(To,p) = 5\51 d(To, p),

1 — -
P(AToTlTQ) = 5‘[7—17—0] X [T1T2]|.

- - —

i J k
det [xo—x1 Yo—y1 20—z
d(TO’p):\(FofFi)xé‘]: ! B 3 :\/W.
|4l Va2 + 52 + 82 NN )

O



Zajedni¢ka normala pravaca

Definicija

Zajedni¢ka normala pravaca p; i py je pravac n koji sijeCe i pravac py i
pravac p, te je okomit i na p1 i na ps.

Napomena. Ako se p; i p» sijeku ili su paralelni, onda o&ito postoji
zajedni¢ka normala.

n

p1 p1
P2

p2
p1 i p2 se sijeku p1 |l P2

Meduitim, &ak i kada su p; i p» mimoilazni, takoder postoji zajednicka

normala. Opisat éemo postupak.



JednadzZbe ravnina kroz zajedni¢ku normalu

Neka je

pravac kroz Ty, i1, = 1,

pravac kroz T, i1, = .

Pravac n mora biti okomit i na p; i na p,, pa mozemo BSO uzeti da mu
je pravac smjera

A= 3 X a.
Uotimo i+ 0 jer pretpostavljamo da p; i p» nisu paralelni.

Pravac p; i n se moraju sjeéi, pa odreduju ravninu m; u kojoj oba pravca
leze. U ravnini 7y leZi i to¢ka T;.

Dakle, vrijedi

T € m <= mjedoviti produkt (Fr — i, a1, M) = 0.



Ravnina kroz zajedni¢cku normalu

Analogno, pravac p; i n odreduju ravninu 72 u kojoj oba leZe, kao i totka T>.
Dakle, vrijedi

T € my <= mjedoviti produkt (Fr — i, 3, 1) = 0.

Po konstrukciji,
n=m Nm,
pa je T € n sustav
(Fr — A, 4,/ =0,
(Fr — P, 3, =0.
Dakle, dobili smo op¢i oblik jednadZbe pravca n, jer su gornje jednadzbe opcée

jednadzbe ravnina oblika

A,‘X—‘y—B,'_)/—‘rC,'Z—I—D,‘:O7 f= 1,2
Bududi da pravci p1 i p2 nisu paralelni, ravnine 71 i m se moraju sjedi, tj. ni te
ravnine nisu paralelne.

Naime, obje sadrZe isti smjer 31 X 3 te 71 sadrZi jo§ smjer 31 L 31 X &, a
7 sadrZi jo¥ smjer & L a1 x a». Kako a1 }ff 3>, ravnine ne mogu biti paralelne. 5



Udaljenost pravaca

Definicija
Udaljenost pravaca py i pp se definira kao

d(p1, p2) = inf{d(Q1, Q) : @1 € p1, @2 € p2}.

Napomena. Jasno, ako se p; i po sijeku, onda je

d(p1, p2) = 0.



Udaljenost pravaca

Propozicija 9

(a) Neka je n zajedni¢ka normala mimosmjernih pravaca p1 i p2, te neka je tocka Ny

sjeciste n i p1, a No sjeciste n i p». Tada je
d(p1, p2) = d(Ni, Na),

tj. udaljenost mimosmjernih pravaca jednaka je duljini duZine koju odsijeca

njihova zajedni¢ka normala.

(b) Neka je
piL...F=H+tal, Ti(x1,y1,21), a1 = (aa, B1,7),
p2...F=1+ta, To(x2, y2, 22), a = (a2, 82,72)-
Tada je
X2—=X1 Ya—y1 Z2—2
det | ai b1 71
d(p1, p2) = = v 2z

\/(O‘% + B3+ 82) (a5 + B3 + 83) — (awaz + P12 + 8182)?



Dokaz. [(a)]

D. [(a)]
M s P1
P2
_ Ps
4
Ny

Neka su Py € p1 i P, € py proizvoljne. Tvrdimo

d(Py, Pp) > d(Ny, Ny).

Neka je O ishodiste koord. sustava. Tada:
— e ey
FP1 = [OPl] = [ONl] + [N1P1] = FNl + tlgl, za neki t; € R,

tp, = iy, + t23h, za neki t, € R.



Dokaz. [(a)]

Dakle,
[P1P2] = FPQ — Fpl = (F/\/2 = F/\/l) + (t252 = l'151)
— . .
= [MiNo] + (1232 — t131).
Slijedi:

d(Py, P2)? = |[P1P2]|* = [P1P2] - [P1P)]

=S [N1N2] . [NlNQ] + 2[/\/1/\/2] . (l’252 = t151) + (t2§2 = t151)(t2§2 = t151).

Kako je

[N1N2] :nﬁ, nl 51, nL 527
vrijedi

[N1N7] - &1 =0, [N1N7] - 3 = 0.



Dokaz. [(a)]

Zato:

— . . —
d(P1, P2)? = [[NiNo]|? + |3y — t131[% > [[NiNo]|? = d(Ny, No)?.

Jednakost vrijedi ako
tha, — t1a; = 0,

a kako aj i & nisu kolinearni jer p; i po nisu paralelni, to je ako
t1=0 i tb=0,

tj.
Pi=N, i Py=N,.

10



Dokaz. [(b)]

[(b)]

Neka je T to¢ka takva da je

[N 7] = [T T5).

Tada je Ny T1 T, T paralelogram jer su stranice Ny T i T1 T, jednake
duljine i paralelne.

Dakle, pravac p = T> T je paralelan pravcu p;.

11



Dokaz. [(b)]

Kako je zajedni¢ka normala n pravaca p; i po okomita na p; i p2, onda je
okomita na p i pa, tj. n je pravac okomit na ravninu 7 u kojoj leZe tocke
T, Tyi Ns.

Dakle, N
[TN>] L [NyNo],

pa je ATN;N, pravokutan.
U ATN; N, vrijedi:

o
cos / W, m = I[N1N2]|.
(N2 77, [N2 N2]) W7
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Dokaz. [(b)]

Dakle,

d(p1, p2) = d(N1, Na)
— |[N; ]|
— [N 7)) - cos £ ([N 1, [NeN3])
— [Ty 3]| - cos £([Ty Tal, [N 3]
_TTl] - [N - cos Z([T2 Tol, [Na )
|[N1 2] |

_[TaTo] - [NaVs]
[N Na]|
(B—A)-A

L &
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Dokaz. [(b)]

Uotimo da je

za neki n € R, jer je

Dakle,
(f2 - f1) : (31 X 82) _ (fz — n,ai, 32)
|al X 32‘ |51 X 52|

Xp—=X1 Yo—YV1 22— 21
o B "
ap B2 2

V(@ x 2) - (3 x 2)

14



Dokaz. [(b)]

TraZeni izraz u nazivniku dobivamo iz tzv. Lagrangeovog identiteta
(poseban slu¢aj identiteta (a x b) - (¢ x d)):

-, N

(7-b)?+ (% b)-(Fx b)=(5-3)-(b- b)

Zato:
Xo—=X1 Yo—V1 2—21
aq B1 01
o ) %) B2 )
P1, P2) = .
V(a2 + B2+ 62) (a3 + B2 + 63) — (o + P12 + 6162)?

O
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ZavrSne napomene

Napomena. Ako se p; i ps sijeku,
(rp—r,a1,a)=0,
pa formula iz propozicije daje
d(p1, p2) = 0.

Ako su p; i p2 paralelni,
ay X a = 67
opet je

(B —A,a1,3)=0.
Medutim, onda formula iz propozicije daje

0
d(p1,p2) = o’

§to nije definirano.

No, u oba sluaja je
(B —r,a1,a3)=0
<= pravci p1 i po leZe u istoj ravnini
XQ=X1 2= 2—2z1
— a1 B 01 =0,
a B2 52
pa je ovo uvjet za komplanarnost dvaju pravaca.
16
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